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Nonlinear dynamic behavior for the ground has been studied actively. In the nonlinear problem, The finite 
element method (FEM) is known as an effective and flexible method. However, this method cannot simulate 
the infinite ground model since it is the analysis for the finite region. Therefore, we need to make a virtual 
boundary on a proper position. We call it the non-reflective boundary processing. Generally, the viscous 
boundary is used for this processing. But, this method cannot realize the non-reflection on the virtual 
boundary perfectly. The CIP method is to calculate the advection equation with high precision. The CIP 
method is used in various fields, but almost not used in the problem of the ground. In this paper, we suggest 
a new boundary processing using the CIP method by decomposing the equation of motion into the advection 
equation. 
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1. はじめに 
 
近年，地盤の非線形な動的挙動が活発に研究され
ている．非線形問題を扱う場合，有限要素法が有効
かつ柔軟な手法であることはよく知られている[1]．
有限要素法を用いて無限もしくは半無限地盤を表現
するためには開境界処理を行う必要がある．代表的
な例として，境界にダッシュポットを設ける粘性境
界が挙げられる．しかしながら，完全な波動透過は
実現されていない[2],[3]． 
本論では，CIP 法(Constrained Interpolation Profile 
Scheme)を用いた新たな開境界処理法の可能性を検
討する．CIP 法は矢部ら[4],[5]によって考案された移
流方程式を解く高次精度差分法である． 
本論の目的は CIP 法を用いた新しい開境界処理法
のための基礎研究として，P 波及び SV 波を扱う面
内問題における 2 次元弾性体波動伝播解析を行いそ
の特性を把握することにある． 
 
2. 移流方程式 
 
 弾性体の移流方程式は波動方程式から求めること
ができる． 
 
2.1 弾性体の波動方程式 
 n(=1,2,3)次元弾性体の振動方程式は次のように
表せる． 
{ } [ ] { } { } { }1 ,n n n nnu u ut tσρ
∂ ∂
= ℑ =
∂ ∂
     (1) 
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{ } [ ] { } [ ] [ ] { }Tn n nn n nD D uσ ε= = ℑ       (2) 
ここで，変位を{ }u ，応力を{ }σ ，ひずみを{ }ε ，
偏微分演算子をマトリクス表記したものを [ ]ℑ ，密
度を ρ ，時間を t ，ヤング率 E とポアソン比 v から
なる応力ひずみマトリクスを [ ]D とする． 
式(1)に式(2)を代入したものが波動方程式(3)となる． 
 { } [ ] [ ] [ ] { }
2
2
1 T
n nn n n
u D u
t ρ
∂
= ℑ ℑ
∂     (3) 
 
2.2 弾性体の移流方程式 
式(3)は 0[ ]を任意のゼロマトリクス， [ ]I を任意の
単位マトリクスとおくと，まとめて次のように表せ
る． 
1[0] [ ] [ ] [0]
[0] [ ][ ] [0]
T
n n
n nn
n
I
t D
ρ
σ σ
   ℑ   ∂  
=      ∂ ℑ       
 u u (4) 
簡易に表すと， 
{ } [ ][ ]{ }F A Q F
t
∂
=
∂
      (5) 
ここで， 
[ ] [ ] [ ]x y zQ q q qx y z
∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∂ ∂      (6) 
これを用いて式(5)を書き換えると， 
 { } [ ] { } { } [ ] { }x y zF A F A F A Ft x y z
∂ ∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∂ ∂ ∂
 (7) 
ここで， 
[ ] [ ][ ], , ,s sA A q s x y z= =          (8) 
方向分離すると， 
{ } [ ] { }, , ,sF A F s x y zt s
∂ ∂
= =
∂ ∂
      (9) 
このまま移流方程式を解くことは困難であるため，
[ ]sA の対角化を行い独立した移流方程式を導く．し
たがって次の固有値問題を解く． 
[ ]{ } { } , , ,s sA F F s x y zλ= =        (10) 
上式より得られる固有値 sλ を対角にならべたマ
トリクス [ ]sΛ と，固有ベクトルを並べた固有マトリ
クス [ ]sϕ を用いると次式が成立する． 
1[ ] [ ][ ] [ ], , ,s s s sA s x y zϕ ϕ− = Λ =　     (11) 
以上を利用して，{ } [ ]{ }s s sF fϕ= とすると，独立し
た移流方程式を導くことができる． 
{ } { }[ ] , , ,s s sf f s x y zt s
∂ ∂
= Λ =
∂ ∂       (12) 
3. CIP 解法 
 
 CIP 法は，矢部らによって考案された高次精度差
分法の 1 つであり，数値拡散が少ない高精度な移流
方程式解法である． 
 
3.1 移流方程式の CIP 解法 
 移流方程式 
( ) ( ), , 0f x t u f x t
t x
∂ ∂
+ =
∂ ∂        (13) 
は移流関数 f が x 軸を速度 u で伝播していることを
表す．この式を CIP 法で解くことは次式を用いるこ
ととなる．nステップ時における求める i点とその隣
接点 iup 点の移流値 f とその空間微分値 g の情報か
ら tΔ 秒後の n+1 ステップでの移流値と空間微分値
を導くことができる． 
1 3 2n n n
i i i i if a b g fξ ξ ξ+ = + + +       (14) 
1 23 2n ni i i ig a b gξ ξ+ = + +      (15) 
2 3
2( )i iup i iup
i
g g f f
a
D D
+ −
= +      (16) 
2
3( ) 2iup i i iup
i
f f g g
b
DD
− +
= −      (17) 
ここで， u tξ = − Δ である．また， sΔ を節点間距離
とすると， 0u ≥ のとき , 1D s iup i= −Δ = − ， 0u ≥ のと
き , 1D s iup i= +Δ = + である． 
 
3.2 分離解法 
分離解法は，多くの分野において使用される多次
元解法であり，1 次元問題に落とし込むことで，容
易に解くことが可能な手法である． 
CIP 法の分離解法には M 型 CIP 法と C 型 CIP 法の
2 種類がある． 
 
3.3 M 型 CIP 法 
方向分離解法を用いて，2 次元 CIP 法を解く場合
の手順を示す． 
STEP1： * *,n CIP n CIPf f g g⎯⎯→ ⎯⎯→  
時刻 n において，まず x 方向の移流から始めたと
する．移流値 nf とその x 方向微分値 ng が CIP 法に
よって中間値となる値が求まる． 
STEP2： * 1 * 1,CIP n CIP nf f h h+ +⎯⎯→ ⎯⎯→  
中間値から y 方向の移流を行い次ステップの移流値
1nf + とその y 方向微分値 1nh + が得られる．しかし
STEP2 で必要な *h は STEP1 で求められていないた
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め，何らかの方法で求めなければならない． 
この移流方向と垂直方向の微分値を求める手段と
して 2 つの手法がありその 1 つが，M 型 CIP 法と呼
ばれる手法である．これは 1 次線形補間で中間微分
値を求める手法で， 
1, 1,*
, ,
1, 1,
,
, 02
, 02
n n
y i j y i jn
y i j y i j
n n
y i j y i jn
y i j
f f
f f u t u
x
f f
f u t u
x
+ −
− +
∂ − ∂
∂ = ∂ − Δ >
Δ
∂ − ∂
= ∂ + Δ <
Δ
 (18) 
を用いて計算される．ここで y∂ は， y∂ ∂ である．こ
の式は中央差分で解いたことと同じである． 
 
3.4 C 型 CIP 法 
もう 1 つの手法が C 型 CIP 法である．一次線形補
間で値を導いた M 型に対して，C 型では CIP 法を用
いて値を導く．すなわち，更に 2 階空間微分値も記
憶することによって，微分値を CIP 法で求めている． 
M 型と C 型を比較すると精度は C 型が優位だが，
記憶する情報が増える点に短所がある． 
 
3.5 T マトリクス 
s 方向に移流したのち，r 方向に移流するために s
方向移流方程式を r 方向移流方程式に変換する必要
がある．変換には Tマトリクスが用いられる． 
Tマトリクスは以下の式で表される． 
[ ] 1rs r sT ϕ ϕ−=            (19) 
また,T マトリクスには以下のような性質がある.
一般的な関係則を示す．下添え字の数字は空間次元
を表す． 
[ ]
[ ]
[ ]
11
22 2
333 3
x
yx xy
yx zy xz
T T
T T T
T T T T

=      = =        = = =     
       (20) 
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
1
2 2
3 3 3
T I
T T I
T T T I
 =
⋅ =
⋅ ⋅ =
  (21) 
移流値の変換は 
{ } { }r rs sf T f=              (22) 
で計算される． 
 
4. FEM-CIP 結合解法による開境界処理 
  
 FEM 時刻歴解析では，微小な時間 tΔ 後の時刻
t t+ Δ における状態を推定し，順次解を導く．
FEM-CIP 結合解法はその点に着目した手法である．
簡単に述べると t t+ Δ 時の境界面の応力状態を示し，
開境界を実現させる．その境界力を導く手立てとし
て CIP 法を使用する． 
 
4.1 2 次元 FEM-CIP 結合解法モデル 
2 次元問題を扱う場合，以下のような解析モデル
を想定する(Fig.1)．左図が無限地盤モデル，右図が
半無限地盤モデルを示す．しかし，CIP メッシュの
特性上一度にこのような CIP グリッドの解析を行う
ことができない．そのため，グリッドをいくつかの
CIP メッシュに分割する必要がある．分割方法は以
下に示す． 
 
 
図.1 2 次元解析モデル 
Fig.1 two dimensional analysis model 
 
4.1.1 Open Boundary Side scheme 
 境界面に与える外力（以下，境界力）を一組の CIP
グリッドで計算する手法である(Fig.2)．入射用グリ
ッドには入射波形を記憶し，逸散波用グリッドには
FEM データを受け渡し，FEM 領域外のグリッドに
は FEM データを外挿している．  
 
 
図.2 解析イメージ(OBS) 
Fig.2 Analytical image(OBS). 
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4.1.2 Open Boundary Cell scheme 
 tΔ 秒間での移流で，境界点に影響を与える情報量
は限られる．OBC は境界点ごとに 4×3 の CIP グリッ
ドを用いて境界力を計算する手法である(Fig.3)．境
界点の数だけ計算が行われるため，手数は多くなる
ものの FEM 使用メモリを除けば，4×3 メッシュだけ
のメモリで計算が可能であり，大きなモデルを対象
とした場合メモリの節約に期待が持てる． 
 
 
 
 
図.3 解析イメージ(OBC) 
Fig.3 Analytical image(OBC). 
 
5．2 次元面内問題波動伝播解析 
 
 CIP 解析手法には計算効率を考慮し，M 型 CIP 法
を用いて解析を行い，開境界処理手法には OBC を
用いて解析を行った． 
 
5.1 解析モデル 
 Fig.1 右図に相当する半無限地盤モデルを用いて 2
次元面内波波動伝播解析を行う．物性値等諸量は以
下である．  
表 1 材料特性 
Table 1 Material property. 
S 波速度 150 /sc m s=  
P 波速度 281 /pc m s=  
密度 31500 /kg mρ =  
せん断弾性係数 2sG Cρ= ×  
時間間隔 0.001425sectΔ =  
Step 数 521 step 
 
 18×17 節点の半無限地盤モデルに入射角 0° 及び
30°で SV 波が速度波として入射する 2 次元 P・SV
波伝播について解析を行う． 
 
5.2 解析結果 
解析結果は sin 波 1 波を入力して行った xy平面の
挙動を追った面内問題解析結果から x 方向変位のみ
を取り出し，z 方向変位として取り扱った面外描画
結果を示す(Fig.4)．尚，ポワソン比：ν は 0.3 で解析
を行った． 
 
  
  
  
  
  
  
図.4 2 次元半無限モデルにおける x方向変位  
Fig.4 x displacement of 2D half infinite model 2θ =0 
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図.5 2 次元半無限モデルにおける x方向変位  
Fig.5  x displacement of 2D half infinite model 
2 / 6θ π=  
 
6．解析解比較 
 
 解析解との比較を行う．解析解は地表面における
応力式から x 方向反射振幅比と y 方向反射振幅比を
求め，以下の式で表す． 
2
2 2 2
2 2
1 1 2 2
2 sin 2 cos 2
sin 2 sin 2 cos 2
A k
k
θ θ
Β θ θ θ
−
=
+
    (23) 
2 2
2 1 2 2
2 2
1 1 2 2
sin 2 sin 2 cos 2
sin 2 sin 2 cos 2
B k
B k
θ θ θ
θ θ θ
−
=
+
    (24) 
ここで kは以下で表す． 
2 2
1 2k
ν
ν
−
=
−
        (25) 
 2A は y方向反射振幅， 1B は SV 波の x方向入射振
幅， 2B は x方向反射振幅を表す． 2θ は入射角度， 1θ
は反射角度を表す．ポワソン比ν は 0.3 である． 
 
6.1 比較結果 
実際の解析結果からは地表面における 1 点に注目
し x方向変位及び，y方向変位をそれぞれ取り出し，
地盤モデルのメッシュの分割数を 10×9，14×13，
18×17 と変えて解析解との比較を行った．横軸は入
射角度，縦軸は振幅比を表す．図の赤線は解析解の
グラフを示す． 
 
 
図.6 y 方向反射振幅比  
Fig.6 reflected wave amplitude ratios to y-direction  
 
 
図.7 x 方向反射振幅比  
Fig.7 reflected wave amplitude ratios to x-direction 
( 2θ ) 
( 2θ ) 
20step 40step 
60step 80step 
100step 120step 
140step 160step 
180step 200step 
220step 240step 
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7．結論・考察 
 
7.1 考察 
描画結果において，鉛直下方から波が伝播し，地
表面で反射した後 CIP 法境界処理によって波が境界
面で良好に透過している．このことから 2 次元面内
問題においても CIP 法の有用性を確認することがで
きる．しかし，地表面で反射した後に地表面中央に
コブのような乱れが観測されたことは精度に関する
今後の検討課題を示唆しているといえる． 
解析解との比較については，メッシュの細かさを
大きくしていくことで，より解析解の振幅比の値と
傾向にグラフが近づいていくことが確認できる．入
射角 0°θ = のときの振幅比の値のずれがやや大きく
なるが，これも描画結果で確認したコブ状の波形の
乱れに関係しているものと考えられる． 
 
7.2 結論 
・2 次元弾性体面内問題解析において FEM-CIP 結合
解法の有効性を確認することができた． 
・解析モデルのメッシュ数を大きくしていくことで
数値解が解析解の値に近づくことが確認できた． 
・入射角 0°θ = の描画結果から観測される反射時の
コブ状の乱れを改善することで精度向上が期待でき
る. 
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